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Mod - 4.51
4.3 Verifikation von Aussagen utber Algorithmen

Hoaresche Logik : Kalkul zum Beweisen von Aussagen Uber Algorithmen und
Programme , Programm-Verifikation , [C.A.R. Hoare, 1969].

Statische Aussagen Uber Zustande (Werte von Variablen),
die der Algorithmus (das Programm) an bestimmten Stellen annehmen kann, z. B.
... {pegel < max} pegel := pegel + 1; ... {O<i [Ji<10} a[i] := 42; ... {x = GGT};

Aussagen mussen beweisbar fir alle Ausfuhrungen des Algorithmus gelten. Im Gegensatz
zum dynamischen Testen : Ausfiuihren des Algorithmus flr bestimmte Eingaben.

Schlussregeln fur Anweisungformen erlauben logische Schlusse tGber Anweisungen hinweg:
{pegel+1 < max} pegel := pegel + 1; {pegel < max} wegen Schlussregel fir Zuweisungen

Verifikation beweist, dass
« an einer bestimmten Programmstelle eine Aussage Uber Zustande gilt,

« vor und nach Ausfiihrung eines Programmsttickes eine Invariante gilt,

« ein Algorithmus aus jeder zuldssigen Eingabe die geforderte Ausgabe berechnet, z. B.
{a,bdIN} Euklidischer Algorithmus {xist GGT vona, b}

« eine Schleife terminiert.

Ein Algorithmus und dieAussagen dazu sollen zusammen konstruiert werden.
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Vorschau auf Konzepte

Aussagen charakterisieren Zustdnde  der Ausfihrung
Algorithmen in informeller Notation

Schlussregeln fiir Anweisungsformen  anwenden

Invariante von Schleifen (und anderen Konstrukten)
Schlussketten tber Anweisungen hinweg  verifizieren Aussagen

Nachweis der Terminierung von Schleifen
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Beispiel zur Vorschau: Verifikation des Algorithmus ggT

Vorbedingung: X,y OIN,d. h.x>0,y>0; sei G grol3ter gemeinsame Teiler von x und y

Nachbedingung: a=G

Algorithmus mit { Aussagen uber Variable }-

{Gist %QT von x und y x>0 Oy>0} Terminierung der Schleife:
a:=x;b:=y; ,
{INV: GistggT von aund b Oa>0 Ob>0} » a+b fallt monoton
solange a  # b wiederhole « at+b > 0 ist Invariante
{INVOazb}
fallsa>b:

{GistggT vonaund b Oa>0 Ob>0 Oa>b } -
{GistggT von a-b und b 0a-b>0 0b>0}
a:=a-b
{INV}
sonst
{GistggT vonaund b Oa>0 Ob>0 Ob>a} -
{GistggT von a und b-a 0a>0 [Ob-a>0}
b:=b-a
{INV}
{INV}
{INVOa=b} -
{a=G}
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Aussage charakterisiert Programmzustande

Eine Aussage P an einer Stelle in einem Algorithmus  (Programm) vor oder nach einer
Anweisung - S1{P}S, ...

charakterisiert alle Zustande , die das Programm an dieser Stelle bei irgendeiner
Ausfuhrung annehmen kann. P wird Gber Variable des Algorithmus  formuliert.

Z. B. ..{0<ili<10}ali]:=42; ...
Bei jeder Ausfiihrung liegt der Wert von i im angegebenen Intervall.
Eine Aussage Uber andere Variablen wird hier nicht gemacht.

Nur die gerade interessierende Eigenschaften der Zustande werden beschrieben.

Aussagen kdnnen unterschiedlich scharf formuliert werden:

{f} kein Zustand erfullt P, Stelle nicht erreichbar
{0<ili<204ali]>0} scharfer; evtl. weniger Zustande; schwieriger zu verifizieren
{0<iOi<2}

{0<i0i<10}

{0<i} schwacher; evtl. mehr Zustande; leichter zu verifizieren

{w} beliebige Zustande erfiillen P
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Notation von Algorithmenelementen

Anweisungsform Notation Beispiel
Sequenz Anweisungy; a:=x;
Anweisung, b:=y
Zuweisung Variable := Ausdruck a:=x
Alternative, zweiseitig falls Bedingung : falls a>b:
Anweisung, a:=a-b
sonst Anweisung, sonst b:=b-a
bedingte Anweisung falls Bedingung : falls a<O0:
Anweisung, a==-a
Aufruf eines ua() berechneGgT()
Unteralgorithmus ua
Schleife solange Bedingung wiederhole  solange a #b wiederhole
Anweisung fallsa>Db:
Mod - 4.56

Vor- und Nachbedingung von Anweisungen

Aussage Q charakterisiert die Zustande, die eine Ausfiihrung zwischen den Anweisungen
A; und A, annehmen kann:
{P} AL {Q} A {R}
Q ist Nachbedingung von A; und Vorbedingung von A,
Beispiel: {i+1=0} i:=i+1; {i=2z0} al]:=k; {.}

Zur Verifikation eines Algorithmus muss fur jede Anweisung S ein Nachweis geftihrt werden:
{ Vorbedingung P} S { Nachbedingung Q }
nachweisen: Wenn vor der Ausfiihrung der Anweisung S die Aussage P qilt,
dann gilt Q nach der Ausfiihrung von S, falls S terminiert.

Beispiel: {i+1=0} i:=i+1; {i = 0} mit Zuweisungsregel nachweisen

Die Aussagen werden entsprechend der Struktur von S verkntpft
Fur jede Anweisungsform wird eine spezielle Schlussregel angewandt.

Eine Spezifikation liefert Vorbedingung und Nachbedingung des gesamten Algorithmus:
gegeben: gesucht:
Aussagen Uber die Eingabe Aussagen Uber Zusammenhang zwischen

Ein- und Ausgabe
{ Vorbedingung } Algorithmus  { Nachbedingung }
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Zuweisungsregel

Hoare’scher Kalkul definiert fur jede Anweisungsform  eine Schlussregel.

Eine Zuweisung x := e wertet den Ausdruck e aus und weist das Ergebnis der Variablen x
Zu.

{Ppe tx=e{P}

Wenn vor der Ausfihrung Ppye gilt (P wobei x durch e substituiert ist),
gilt nach der Ausfiihrung der Zuweisung P.

Beispiele: {a>0} X:=a {x >0}
{i+1>0} i:=i+1 {i>0}

Wenn man zeigen will, dass nach der Zuweisung eine Aussage P fur x  gilt,
muss man zeigen, dass vor der Zuweisung dieselbe Aussage P fire  gilt.

Beispiele im Algorithmus:

{x>00Oy>0}
a:=x; .
{a>0 Oy>0} ;Cilzt ggT von a-b und b Oa-b>0 Ob>0}
b:=vy; o
{a>0 0b>0} {GistggT vonaund b Oa>0 Ob>0}
Mod-4.58
Beispiele fir Zuweisungsregel
{Ppe } x=e {P}
1.{a>0} X:=a {x>0}
2.{a>00a>0} X:=a {x>00Oa>0} x durch a ersetzen - nicht umgekehrt
3.{a>00x=7} X:=a {x>00x=7} falscher Schluss !
alle x durch a ersetzen!
4. {a>00z>0} X:=a {x>00z>0} z > 0 ist nicht betroffen
5. {i+1>0} i=i+1 {i>0}
6. {i20} o« {i+1>0}i:=i+1 {i>0} passend umformen
7.{i=2} o {i+1=3}i:=i+1 {i=3} passend umformen
8. {wahr} - {1=1} x:=1 {x=1} passend umformen
9.{z=5} passend umformen

{z=501=1} x:=1 {z=50x=1}
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Schlussregeln fur Sequenz

Sequenzregel: Bedeutung:
{P} 21 {Q} Wenn {P} S; {Q} und {Q} S, {R} korrekte Schlisse sind,
{Q =2 {R} dannist auch {P} S;; S, {R} ein korrekter Schluss
{P} S1;S2 {R}
Beispiel : {x>00y>0} a:=x; {a>0 0Oy>0}
{a>00y>0} b:=y; {a>0 0b>0}
{x>00y>0} a:=x;b:=vy; {a>0 0b>0}
im Algorithmus  die Schritte Zusammensetzen
{x>0 0y>0} {x>00y>0}
a:=x; und a-=X
{a>0 Oy>0} {a>0 Oy>0} Ea>0 Oy>0}
b:=vy; =Y,
{a>0 Ob>0} {a>0 0Ob>0}
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Konsequenzregeln

Abschwachung der Nachbedingung Ve

{P} S {R}
{R} - {Q}

{P} s {Q}

Beispiel:
{atb>0} x:=a+b {x>0}
{x>0} - {x=0}

{atb>0} x:=atb {x=0}

rscharfung der Vorbedingung

{P} - {R}
{R} S {Q}

{P}s {Q}

im Algorithmus kénnen Implikationen
in Ausfihrungsrichtung eingeftigt werden:

{atb >0}

X:=atb
{x>0} > {2*x=0}
y = 2*%X

{y=0}
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Regel fur 2-seitige Alternative

{POB}
{PO-B}

S;{Q}
S,{Q}

{P}falls B:SysonstS,{Q}

Beispiel :
{trueJa>0}b:=a{b>0} - {b=0}
{true[= (@>0)} - {-a=20}b:=-a{b=0}

Aus der

gemeinsamen Vorbedingung P
fuhren beide Zweige auf
dieselbe Nachbedingung Q

im Algorithmus :

{a>0 Ob>0Oa#b}
falsa>b:
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{true }fallsa>0:b:=a sonst b:=-a{b=0}

{a>0 Ob>00a>b} -
{a-b>0 Ob>0}
a==a-b
{a>0 0Ob>0}

sonst
{a>0 0b>0 Ob>a} -
{a>0 Ob-a>0}
b:=b-a
{a>0 Ob>0}

{a>0 0Ob>0}
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Regel flr bedingte Anweisung

{POB} S{Q}
PO-B - Q

{P}falls B:S{Q}

Beispiel :

{POa<0}-{-a=20}a:=-a{a=0}

PO-(a<0) - a=0

{Plfallsa<0:a:=-a{a=0}

Aus der

gemeinsamen Vorbedingung P fihren
die Anweisung und die Implikation auf
dieselbe Nachbedingung Q

im Algorithmus

{P}
fallsa<0:
{PUOa<0}- {-a=0}
a:=-a;
{a=0}
leere Alternative:
{PL-(a<0)} -
{a=0}

{a=0}
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Aufrufregel

Der Unteralgorithmus UA habe keine Parameter und liefere kein Ergebnis .
Seine Wirkung auf globale Variable sei spezifiziert durch
die Vorbedingung P und die Nachbedingung Q

Dann gilt fur einen Aufruf von UA die Schlussregel

{P}UAQ{Q}

(Ohne Parameter und Ergebnis ist diese Regel nur von sehr begrenztem Nutzen.)

Wiederholung, Schleife:
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Schleifenregel

{INVOB} S {INV}

{ INV } solange B wiederhole S{ INV - B}

Eine Aussage P heil3t Schleifeninvariante , wenn man zeigen kann, dass sie
an folgenden Stellen gilt:  vor der Schleife ,

Beispiel:

vor und nach jeder AusfihrungvonS  und
nach der Schleife .

Algorithmus zum Potenzieren
a=x;b:=y,z:=1,
{INV}
solange b > 0 wiederhole
{INVOb>0} o {za @’ 1=xYO(b-1)=0}
b:=b-1;
{zmamEP=xYOb=0}
z:=zla
{INV}
{INVOb<0} o {zBP=xYOb=0}-{z=x"}

INV:z P =xYOb >0
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Terminierung von Schleifen

Die Terminierung einer Schleife solange B wiederhole S
muss separat nachgewiesen werden:

1. Gib einen ganzzahligen Ausdruck E an Uber Variablen, die in der Schleife vorkommen,
und zeige, dass E bei jeder Iteration durch S verkleinert wird.

2. Zeige, dass E nach unten begrenzt ist, z. B. dass O < E eine Invariante der Schleife ist.
Es kann auch eine andere Grenze als 0 gewéahlt werden.

E kann auch monoton vergro3ert werden und nach oben begrenzt  sein.

Nichtterminierung wird bewiesen, indem man zeigt,
dass R 0B eine Invariante der Schleife ist und
dass es eine Eingabe gibt, so dass R B vor der Schleife gilt.
R kann einen speziellen Zustand charakterisieren, in dem die Schleife nicht anhalt.

Es gibt Schleifen, fur die man nicht entscheiden kann,
ob sie fur jede Vorbedingung terminieren .

Mod-4.66

Beispiele zur Terminierung (1)

1 {a>00b>0}
' Schleifel solange a # b wiederhole
Schleife2 solange a > b wiederhole
a:=a-b;
Schleife3 solange a < b wiederhole
b:=b-a

terminiert weil:
a.INV =a >0 b > 0 st Invariante fur jede der 3 Schleifen, denn

{INV}
Schleifel solange a # b wiederhole {INV [ a # b}
Schleife2 solange a > b wiederhole {INV Oa > b} -
{a-b>00b >0} a:=a-b; {INV}
{INV}
Schleife3 solange a < b wiederhole {INV Ua < b} -
{a>00b-a>0}b:=b-a{INV}
{INV}
{INV}

b. Schleife2: a fallt monoton, weil b > 0; a ist begrenzt, weil a > 0.
Schleife3: b fallt monoton, weil a > 0; b ist begrenzt, weil b > 0.
Schleifel: a+b fallt monoton, weil wg. a # b Schl. 2 0. 3 mind. 1x iteriert wird;
a+b begrenzt, wg. INV.




Beispiele zur Terminierung (2)

Mod-4.66a

{a>00b>0}
Schleifel solange a # b wiederhole
Schleife2 solange a = b wiederhole
a:=a-b;
Schleife3 solange a < b wiederhole
b:=b-a

terminiert nicht immer:

a > 0 ist nicht invariant in den Schleifen.

Die Nachbedingung von Schleife 2 ista<b Oa=0.

Schleife 3 kann erreicht werden im Zustand R: a = 0, z.B. wenn initial a = 2*b gilt.
a=00a<bistinvariant in Schleife 3 und a < b ist die Schleifenbedingung.

{a=00a<b} ~{a=00a<b-a}b:=b-a{a=00a<hb}
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Beispiele zur Terminierung (3)

Mod-4.66b

{nOINOn>1}
solange n > 1 wiederhole
falls n gerade:
n:=n/2
sonst n:=3*n+1

Terminierung / Nichtterminierung ist unbewiesen;
einige Ausfuhrungen mit Anfangswerten n:

n

1

10 5 16 8 4 2 1
2 1

16 8 4 2 1

3 10 5 16 8 4 2 1

~N~ o o~ WD

22 11 34 17 52 26 13 50 25 76 38 19
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Denksportaufgabe zu Invarianten

In einem Topf seien s schwarze und w weil3e Kugeln, s + w >0

solange mindestens 2 Kugeln im Topf sind

nimm 2 beliebige Kugeln heraus

falls sie gleiche Farbe haben:

wirf beide weg und

lege eine neue schwarze Kugel in den Topf

falls sie verschiedene Farben haben:

lege die weil3e Kugel zuriick in den Topf und

wirf die schwarze Kugel weg

Welche Farbe hat die letzte Kugel?

Finden Sie Invarianten, die die Frage beantworten.
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Vorbedingung:
Nachbedingung:

Schrittweise Konstruktion und Verifikation

Mod-4.68

x O IRund n OINg Konstruktionsidee:

q=x"
Invariante INV:

x"=q*adi=0
i<0
"= q* (a2)/2

XN = q * g * (a2)i/2

Algorithmus: Zielbedingung:
{i=n0i=z00a=x0q=1} - {INV} falls i ungerade:
solange i > 0 wiederhole

{INVOi>0}
falls i ungerade: {INV Oi>00iungerade } -

{x”=q* a* (aZ)iIZ Di>0} q::q*a;
leere Alternative fiir i gerade:

{INVOi>0Oigerade} ~ {x"=q* (@®)"2Oi>0} | Schrite: |

{ Xn = q * (az)i/z 0i>0 } 1. Vor-, Nachbedingung

a=a*a 2. Schleifeninvariante

[x"= *’aVz 0i>0) - [(x"=q* a2 0i220) 3. Schleife mit INV

v d - -4 = 4. Initialisierung

=172 . 5. ldee fur Schleifenrumpf

{x"=q*adi20} « {INV} 6. Alternative

{INVOIi<0} = {g=x"} 7. Schleife komplett
. e e : L . 8. Termini

Terminierung der Schleife: i fallt monoton und i = 0 ist invariant. erminiering

{Xn:q* (aZ)i/Z |:||>O}




