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Mod - 4.1
4 Logik
4.1 Aussagenlogik
Kalkil zum logischen SchlieBen . Grundlagen: Aristoteles 384 - 322 v. Chr.

Aussagen : Satze, die prinzipiell als wahr oder falsch angesehen werden kénnen.
z.B.: ,Esregnet., ,Die Stral3e ist nass.”
aber ,Dieser Satz ist falsch.” ist in sich widerspruchlich, ist keine Aussage.

Junktoren verkniipfen Aussagen : ,Es regnet nicht, oder die Stral3e ist nass.”

Aussagenlogische Formeln als Sétze einer formale Sprache:

z. B. regen - straReNass « - regen OstraBeNass
Belegung der Aussagen mit f w f w
Wabhrheitswerten :
Interpretation der Formel w w
liefert Wahrheitswert: w
w

Formales SchlieRen im Gegensatz zur empirischen Beurteilung, z. B. ob ,die StralRe nass ist.
Aus ,Wenn es regnet, ist die StraBe nass.” und ,Es regnet.“ folgt ,Die Stral3e ist nass."

Aussagen in der Spezifikation , in der Modellierung von Aufgaben
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Mod - 4.2

Vorschau auf Begriffe

+ Aussagenlogische Formeln  definiert durch
Signatur der booleschen Algebra

« Belegung von Variablen mit Wahrheitswerten
« Interpretation aussagenlogischer Formeln

+ Gesetze der booleschen Algebra  zur Umformung von Formeln

erfullbare und allgemeingiiltige Formeln

logischer Schluss: Folgerung aus einigen Annahmen
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Ziele:
Einfuhrung

in der Vorlesung:
Begriffe erlautern

nachlesen:
Kastens, Kleine Buning: Modellierung, Abschnitt 4.1.1
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Ziele:
Ubersicht

in der Vorlesung:
Zusammenhang der Begriffe zeigen
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Mod - 4.3
Beispiel: Aussagenlogik in der Spezifikation

Unfall durch fehlerhafte Spezifikation:

Airbus A320, Warschau (1993). Der zustandige Rechner blockiert bei der Landung die
Aktivierung von Schubumkehr und Storklappen, wodurch das Flugzeug tber das
Landebahnende hinausschiel3t. Es herrschen starker Wind von schrag hinten und
Aquaplaning auf der Landebahn.

Beabsichtigte Spezifikation Tatsachliche Spezifikation der Stérklappenfreigabe:
der Storklappenfreigabe: P P gabe:
Die Storklappen dirfen Stfdl'k|a pen
reigeoen

benutzt werden
e im Reise—‘ und Sinkflug oder

(Bremswirkung)
» nach der Landung

(Vernichtung des Auftriebes | stellung der Rader schneller und

und Bremswirkung) Lagggk appen als 133 km/h (72 ki)

<

Sie durfen nicht benutzt und
werden Hohe < 3m
« im Endanflug (geféahrlicher

Auftriebsverlust) Gewicht auf Gewicht auf

linkem Fahrwerk > X rechtem Fahrwerk >

Mod - 4.4

Aussagenlogische Formeln

Aussagenlogische Formeln  sind korrekte Terme mit Variablen zur Signatur der booleschen
Algebra:

false: -> Bool falsch, f
true: -> Bool wahr, w
0 Bool x Bool -> Bool Konjunktion
I Bool x Bool -> Bool Disjunktion
-t Bool ->Bool Negation
Erweiterung :
- Bool x Bool -> Bool Implikation p - qfir- pQdq
- Bool x Bool -> Bool Aquivalenz p o qfir(p - q) 0(q - p)

Operatoren (Junktoren ) in fallender Prézedenz : = 00 - o

Variable, sowie false und true (Konstante) sind atomare Aussagen ,
die Ubrigen Formeln sind zusammengesetzt .

Fur Variable schreiben wir meist kleine Buchstaben p, q, ...
fur allgemeine Formeln grofl3e Buchstaben F, G, H, ....

Die Definition der Struktur der Formeln heif3t Syntax der Aussagenlogik
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Ziele:
Einfaches Beispiel fur verknupfte Aussagen

in der Vorlesung:
= Begruindung der Spezifikation
= Erlauterung der Unfallursache

Verstandnisfragen:
Schlagen Sie eine Korrektur der Spezifikation vor.
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Ziele:
Syntax der Aussagenlogik

in der Vorlesung:

= Term: nur Struktur;

= Formel: Term plus Bedeutung durch Regeln der Interpretation
= Signatur bestimmt Struktur der Terme und Formeln

= Beispiele

= Prézedenz und Klammerung

nachlesen:
Kastens, Kleine Buining: Modellierung, Abschnitt 4.1.1
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Mod - 4.5
Interpretation aussagenlogischer Formeln

Eine passende Belegung ordnet allen Variablen, die in einer Menge von Formeln F
vorkommen, jeweils einen Wahrheitswert w oder f (fir wahr oder falsch) zu.

Die Belegung kann als Substitution angegeben werden, z.B.c=[p/w,q/f].

Eine Interpretation [ einer aussagenlogischen Formel F bildet F auf einen Wahrheitswert
ab:

 Fur Variable ist die Interpretation O durch die Belegung o definiert.

« Fir zusammengesetzte Formeln wird sie durch folgende Wahrheitstafeln erweitert:

OF) OG) | O(FOG O(FOG OF- G)|0F-G
Sassey—t | | 0P | 0eR) | |50 0©) | OFI6) | OF0G) | OF- 6) |OF-C)
wolf w ot T w r r
= w w
D(true)=w f w f w f w w f
f f f f w w
Eine Interpretation O, mit einer Belegung o fiir eine Formel F bestimmt einen
Wahrheitswert der Formel F: Og(F)
Wenn Og4(F) = w gilt, heiBt O, auch ein Modell der Formel F.
Mod-4.6

Vorsicht beim Formalisieren umgangssprachlicher Aussagen

Vorsicht bei Implikationen ; mit Belegungen prifen, was gemeint ist:

1. Wenn es regnet, benutze ich den Schirm. regnet — schirm

2. Ich benutze den Schirm, wenn es regnet. regnet - schirm

3. Ich benutze den Schirm, nur wenn es regnet. schirm - regnet

,Oder" kann fast immer in das nicht-ausschlieBende [ lbersetzt werden:

4. Hast Du einen Euro oder zwei Funfziger? euro [Jzwei50er

5. Morgen fahre ich mit dem Zug oder mit dem Auto nach Berlin. zug Oauto

6. xist kleiner y oder x ist gleich y. x<y Ox=y

7. Der Handler gibt Rabatt oder ein kostenloses Autoradio. - (rabatt ~ radio)

Aussagen sind haufig kontext-abhéngig :

8. Weil ich die GP-Klausur nicht bestanden habe,

nehme ich am zweiten Termin teil. - gp-k1 Ogp-k2

9. Weil ich die Modellierungsklausur bestanden habe,

nehme ich am zweiten Termin nicht teil. mod-k1 0= mod-k2

Klammern sind meist nur aus dem Kontext erkennbar:

10. Sie wollten nicht verlieren oder unentschieden spielen. = (verlieren O unentschieden)
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Ziele:
Wahrheitswerte zu aussagenlogischen Formeln

in der Vorlesung:

= Belegung erlautern

= Wir gehen davon aus, dass wir passende Belegungen zu der Menge der Formeln wahlen, die wir gerade untersuchen.
= logische Verknlipfungen zeigen

« Interpretation: Belegung plus Verknipfungen

= Beispiele dazu

= Bei n Variablen 2 hoch n verschiedene Belegungen

nachlesen:
Kastens, Kleine Buning: Modellierung, Abschnitt 4.1.1
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Ziele:
Sorgfaltig formalisieren

in der Vorlesung:

Erlauterungen dazu

= Aussagenlogische Formeln zu den Satzen entwickeln

= Begrundungen dazu.

= Vorsicht beim Ubertragen von Umgangssprache in Formeln, insbesondere bei Klammerung und Implikation.
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Mod - 4.7
Erflllbarkeit von Formeln

Eine Formel F heif3t erfullbar , wenn es

eine Interpretation Og mit einer Belegung o gibt, so dass gilt O; (F) = w,
sonst ist sie widerspruchsvoll  (unerfiillbar ), d.h.

fur alle Interpretationen Oy mit einer Belegung o gilt Og (F) = f.

z. B. p Oqist erfullbar; p O~ p ist widerspruchsvoll.

Eine Formel F heil3t allgemeingiltig oder Tautologie , wenn
fur alle ihre Interpretationen O (F) = w gilt.

z.B.pOd-p.

Eine Formel F ist genau dann allgemeingdltig, wenn - F widerspruchsvoll ist.

allgemein- erfillbar aber widerspruchs-
guiltig nicht allgemeingultig voll

Mod - 4.8

Gesetze der booleschen Algebra

Zwei Formeln F, G sind logisch aquivalent , F =G,
wenn sie fir alle Interpretationen [ dasselbe Ergebnis haben: O(F) = 0(G)

Fir alle aussagenlogischen Fomeln X, Y, Z gelten folgende logische Aquivalenzen
(XOY)Oz=X0O(Y O02) (XOY)Oz=X0O(YDO2) Assoziativitit
XoOy=yQOx XoyYy=syoX Kommutativitét
XOX=X XOX=X Idempotenz
X0y 02)=(XOY)OXO2) X Oy 02)=(X0Oy)O(X02) Distributivitat

XOoxXoyv)=sx XoxOov)=X Absorption

X Ofalse = false X Ofalse = X Neutrale Elemente
X Otrue =X X Otrue =true

X O- X =false XO= X =true Komplement

- X=X Involution

- (XOY)=-X0O-Y - (XOY)=-X0O-Y De Morgan
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Ziele:
Begriffe zur Erfllbarkeit verstehen

in der Vorlesung:
= Weitere Beispiele dazu
= Schematische Einteilung der Formelmengen

nachlesen:
Kastens, Kleine Biining: Modellierung, Abschnitt 4.1.1

Vorlesung Modellierung WS 2011/12 / Folie 408

Ziele:
Ubersicht zu Rechenregeln

in der Vorlesung:
= Uberpriifung von Gesetzen durch Wahrheitstafeln
= Anwenden von Gesetzen

nachlesen:
Kastens, Kleine Buining: Modellierung, Abschnitt 3.2
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Umformen mit Gesetzen der booleschen Algebra o
Beispiel:
(AO-(BOA) O(COMDOC)= De Morgan
AOE=BO-A)OCOMDOC) = Kommutativitat
AO-AO-B)OCOMDOC)= Assoziativitat
(AO-A)O-B)yO(COMDOC) = Komplement
(true - B)Od(C O(MDOC)) = Kommutativitat
(=B Otrue) O(C O OC)) = Neutrale Elemente
true O(C O(MD OC)) = Kommutativitat
(CO(@ OcC) Otrue = Neutrale Elemente
(co@moe)= Kommutativitat
(CO(c OD)) = Assoziativitat
(coc)uny= Idempotenz
cub
Mod - 4.10

Logischer Schluss

Sei A eine Menge von Formeln und F eine Formel.
Wenn fir alle Interpretationen [, die alle Formeln in A erfillen, auch O (F) gilt, dann sagen wir

JF folgt semantisch aus A*  A|=F

A |= F heif3t auch logischer Schluss ,
A Annahme oder Antezedent, F Folgerung oder Konsequenz.

Die Korrektheit eines logischen Schlusses A |= F mit A = {A4, ..., A} kann man priifen:
a. durch Prufen aller Interpretationen, die alle Formeln in A erfiillen
b. durch Wiederspruchsbeweis: A; O... OA,, O~ F muss widerspruchsvoll  sein.

Beweise werden aus logischen Schliissen aufgebaut.

Beispiel: U: Wenn alle Menschen gleich sind, gibt es keine Privilegien.
V: Es gibt Privilegien.
W: Nicht alle Menschen sind gleich.

nachweisen: {U, V}|=W ist ein korrekter logischer Schluss
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Ziele:
Anwenden der Gesetze Gben

in der Vorlesung:

= Schrittweise umformen mit Angabe der Teilformel und des Gesetzes, das darauf angewandt wird.
« Hier wird sehr ausfihrlich auch jeder kleine Schritt angegeben.

= Meist fasst man mehrere Schritte zusammen.

- jeder Schritt einzeln (PDF)

nachlesen:
Kastens, Kleine Buning: Modellierung, Abschnitt 3.2
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Ziele:
Grundbegriff des logischen Schlusses verstehen

in der Vorlesung:
« Beispiele fur logische Schlisse zeigen
= Unterscheiden: logischer Schluss A | = F und aussagenlogische Formel A -> F

nachlesen:
Kastens, Kleine Buining: Modellierung, Abschnitt 4.1.2

Ubungsaufgaben:

Mit logischen Aussagen Eigenschaften des Getrankeautomaten, seiner Bedienung und seiner Zustande beschreiben.

Prifen, ob die Aussagen erfullbar sind.



