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Mod - 4.1
4 Logik
4.1 Aussagenlogik
Kalkul zum logischen Schlie3en . Grundlagen: Aristoteles 384 - 322 v. Chr.

Aussagen : Satze, die prinzipiell als wahr oder falsch angesehen werden kénnen.
z. B.: ,Esregnet.”, ,Die Stral3e ist nass.”
aber ,Dieser Satz ist falsch.” ist in sich widerspriichlich, ist keine Aussage.

Junktoren verkntpfen Aussagen : ,Es regnet nicht, oder die Stral3e ist nass.”

Aussagenlogische Formeln als Satze einer formale Sprache:

z. B. regen - stralReNass ~ - regen [stralleNass
Belegung der Aussagen mit f w f w
Wabhrheitswerten :
Interpretation der Formel w w
liefert Wahrheitswert: w
w

Formales SchlieBen im Gegensatz zur empirischen Beurteilung, z. B. ob ,die Stral3e nass ist.”
Aus ,Wenn es regnet, ist die StralRe nass.” und ,Es regnet.” folgt ,Die Stral3e ist nass.”

Aussagen in der Spezifikation , in der Modellierung von Aufgaben

Mod - 4.2

Vorschau auf Begriffe

« Aussagenlogische Formeln definiert durch
Signatur der booleschen Algebra

« Belegung von Variablen mit Wahrheitswerten

« Interpretation aussagenlogischer Formeln

« Gesetze der booleschen Algebra  zur Umformung von Formeln
- erfullbare und allgemeingiltige Formeln

« logischer Schluss: Folgerung aus einigen Annahmen
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Beispiel: Aussagenlogik in der Spezifikation

Unfall durch fehlerhafte Spezifikation:

Airbus A320, Warschau (1993). Der zustandige Rechner blockiert bei der Landung die
Aktivierung von Schubumkehr und Stérklappen, wodurch das Flugzeug Uber das
Landebahnende hinausschiel3t. Es herrschen starker Wind von schrag hinten und
Aquaplaning auf der Landebahn.

Beabsichtigte Spezifikation Tatsachliche Spezifikation der Stérklappenfreigabe:
der Storklappenfreigabe: P PP gane.
. N . Srkd
Die Storklappen durfen Stork gae pen
benutzt werden
e im Reise-_ und Sinkflug oder
(Bremswirkung)
« nach der Landung ‘ ‘
(Vernichtung des Auftriebes | stellung der Rader schneller und
und Bremswirkung) Lagdek appen als 133 km/h (72 ki)
< 35°
Sie durfen nicht benutzt und
« im Endanflug (gefahrlicher
Auftriebsverlust) Gewi .
ewicht auf Gewicht auf
linkem Fahrwerk > X rechtem Fahrwerk >x

Mod - 4.4

Aussagenlogische Formeln

Aussagenlogische Formeln sind korrekte Terme mit Variablen zur Signatur der booleschen
Algebra:

false: -> Bool falsch, f
true: -> Bool wahr, w
(1. Bool x Bool -> Bool Konjunktion
(1. Bool x Bool -> Bool Disjunktion
- Bool -> Bool Negation
Erweiterung :
- Bool x Bool -> Bool Implikation p - gfur- pOq
- : Bool x Bool -> Bool Aquivalenz p - gfur(p - g) J(g - p)

Operatoren (Junktoren ) in fallender Prazedenz : - 0 0 - o

Variable, sowie false und true (Konstante) sind atomare Aussagen ,
die tbrigen Formeln sind zusammengesetzt .

Fur Variable schreiben wir meist kleine Buchstaben p, q, ...
fur allgemeine Formeln grof3e Buchstaben F, G, H, ....

Die Definition der Struktur der Formeln heil3t Syntax der Aussagenlogik
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Interpretation aussagenlogischer Formeln

Mod - 4.5

Eine passende Belegung ordnet allen Variablen, die in einer Menge von Formeln F
vorkommen, jeweils einen Wahrheitswert w oder f (fir wahr oder falsch) zu.
Die Belegung kann als Substitution angegeben werden, z.B.c=[p/w,q/f].

Eine Interpretation [, einer aussagenlogischen Formel F bildet F auf einen Wahrheitswert

ab:

 Fur Variable ist die Interpretation [; durch die Belegung o definiert.

« Fur zusammengesetzte Formeln wird sie durch folgende Wahrheitstafeln erweitert:

OF) O(G) | O(FOG O(FOG OF - G)|0OF-G
atse)f | | 0E) | 0eR | |20 0@ | OFD6) | OFDG) | OF- 6) | OF-G)
Wt w ot w r .
O(true)= W W
(true)=w f W f w f w w f
f f f f w w
Eine Interpretation s mit einer Belegung o flr eine Formel F bestimmt einen
Wahrheitswert der Formel F:  Oy(F)
Wenn [O4(F) = w gilt, heil3t O; auch ein Modell der Formel F.
Mod-4.6

Vorsicht beim Formalisieren umgangssprachlicher Aussagen

Vorsicht bei Implikationen ; mit Belegungen prifen, was gemeint ist:
1. Wenn es regnet, benutze ich den Schirm.

2. Ich benutze den Schirm, wenn es regnet.

3. Ich benutze den Schirm, nur wenn es regnet.

regnet - schirm

regnet — schirm

schirm - regnet

,Oder" kann fast immer in das nicht-ausschlieBRende [ lbersetzt werden:
4. Hast Du einen Euro oder zwei Funfziger?

5. Morgen fahre ich mit dem Zug oder mit dem Auto nach Berlin.

6. X istkleinery oder x ist gleich y.

7. Der Handler gibt Rabatt oder ein kostenloses Autoradio.

Aussagen sind haufig kontext-abhangig :

8. Weil ich die GP-Klausur nicht bestanden habe,
nehme ich am zweiten Termin teil.

9. Weil ich die Modellierungsklausur bestanden habe,
nehme ich am zweiten Termin nicht teil.

Klammern sind meist nur aus dem Kontext erkennbar:

10. Sie wollten nicht verlieren oder unentschieden spielen.

euro 0 zwei50er

zug Lauto

X<y Ux=y

- (rabatt ~ radio)

— gp-

k1 Ogp-k2

mod-k1 O - mod-k2

= (verlieren O unentschieden)
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Erfullbarkeit von Formeln

Eine Formel F heil3t erfullbar , wenn es
eine Interpretation [; mit einer Belegung o gibt, so dass gilt O (F) = w,
sonst ist sie widerspruchsvoll  (unerfillbar ), d.h.
fur alle Interpretationen g mit einer Belegung o gilt O (F) = f.

z. B. p Oq st erfillbar; p 0= p ist widerspruchsvoll.

Eine Formel F heil3t allgemeingiltig oder Tautologie , wenn

far alle ihre Interpretationen O (F) = w gilt.

z.B.pU=-p.

Eine Formel F ist genau dann allgemeingtltig, wenn - F widerspruchsvoll ist.

allgemein-
gultig

erfullbar aber
nicht allgemeingiltig

widerspruchs-
voll

Mod - 4.8
Gesetze der booleschen Algebra

Zwei Formeln F, G sind logisch aquivalent , F =G,

wenn sie fur alle Interpretationen [ dasselbe Ergebnis haben: [(F) = (G)

Fur alle aussagenlogischen Fomeln X, Y, Z gelten folgende logische Aquivalenzen
(XOY)Oz=X0O(YO2) (XOY)Oz=X0O(YO2) Assoziativitat
XOY=YOX Xgys=syoX Kommutativitat
XOX=X XOX=X Idempotenz

XO(YO2)=(XOY)O(X 102
XO(XOY)=X

X Ofalse = false

X Otrue =X
X O~ X =false
- - XEX

- (XOY)==X0O-Y

XO(YO2)=(XOY)O(XO2) Distributivitat

X O(X DY) =X

X Ofalse =X
X Otrue = true

XO= X =true

- (XOY)==X0O-Y

Absorption

Neutrale Elemente

Komplement
Involution

De Morgan
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Umformen mit Gesetzen der booleschen Algebra

Beispiel:
(AO=-(BOA) OCOMDOC)) = De Morgan
AOE=BO-A)O(COMOC)= Kommutativitéat
AO-AO-B)OCOMDOC)= Assoziativitat
(AO-A)0O-B)O(COMDOC)= Komplement
(true 0- B)O(C O(MD OCQC)) = Kommutativitéat
(=B Otrue) O(C O(D OC)) = Neutrale Elemente
true 0(C O(D OC)) = Kommutativitat
(C O(D OC)) Otrue = Neutrale Elemente
(COo@duOo)s= Kommutativitat
(CO(ECan)) = Assoziativitat
(COC)OD) = Idempotenz
cob

Mod - 4.10

Logischer Schluss

Sei A eine Menge von Formeln und F eine Formel.
Wenn fur alle Interpretationen [, die alle Formeln in A erfillen, auch O (F) gilt, dann sagen wir

.F folgt semantischaus A* A|=F

A |= F heil3t auch logischer Schluss ,
A Annahme oder Antezedent, F Folgerung oder Konsequenz.

Die Korrektheit eines logischen Schlusses A |=F mit A = {A4, ..., Ay} kann man prufen:
a. durch Prifen aller Interpretationen, die alle Formeln in A erfiillen

b. durch Wiederspruchsbeweis: A, O... OA,, U= F muss widerspruchsvoll sein.

Beweise werden aus logischen Schliissen aufgebaut.

Beispiel: U: Wenn alle Menschen gleich sind, gibt es keine Privilegien.
V: Es gibt Privilegien.
W: Nicht alle Menschen sind gleich.

nachweisen: {U, V}|=W ist ein korrekter logischer Schluss




